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Abstract

In this study, the Gauss Narayana-Lucas number sequence is introduced and examined. Firstly,
the Gaussian Narayana-Lucas number sequence is defined by extending the Narayana-Lucas
number sequence. Then, the generating function and the Binet formula of this number sequence
were obtained. In addition, some sum formulas related to the Gaussian Narayana-Lucas number
sequence and some matrices containing the terms of this sequence are examined. Finally, some
relations were obtained between Gaussian Narayana and Gaussian Narayana-Lucas number
sequences.
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Ozet

Bu ¢alismada, Gauss Narayana-Lucas say1 dizisi tanitild1 ve incelendi. ilk olarak Narayana-
Lucas say1 dizisi genisletilerek Gauss Narayana-Lucas say1 dizisi tanimlanmigtir. Daha sonra
bu say1 dizisine ait iireteg¢ fonksiyonu ve Binet formiilii elde edilmistir. Ayrica Gauss Narayana-
Lucas say1 dizisi ile ilgili bazi toplam formiilleri ve bu dizinin terimlerini i¢eren bazi matrisler
arastirtlmistir. Son olarak Gauss Narayana ile Gauss Narayana-Lucas sayi dizileri arasinda bazi

iligkiler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler
Narayana say1 dizisi, Narayana-Lucas say1 dizisi, Gauss Narayana-Lucas say1 dizisi, lireteg
fonksiyonu, Binet formiilii.
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1. GIRIS

Fibonacci say1 dizisi ve bu say1 dizisinin tlirevleri yalnizca matematikte olmamakla birlikte
kendilerine pek cok dalda uygulamalar bulmustur. Literatiir incelendiginde say1 dizileri ve
kombinatoriyal 6zellikleri tizerinde yapilmis birgok c¢alisma yer almaktadir [1-5]. Fibonacci

say1 dizisinin rekiirans bagintisi asagida ifade edilmistir:

Tamm 1.1. Fibonacci say1 dizisi, baglangi¢ kosullar1 Fy = 0 ve F; = 1 olmak iizere, n = 2 igin,
By =Fp 1+ F

ikinci mertebeden rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada F,,, n. Fibonacci sayisidir [1].

Ayrica literatiirde rekiirans bagintiya sahip bazi sayi dizilerinin Gauss formlar1 da mevcuttur.
Burada da bu sayi dizilerini olusturan terimler karmasik sayidir. Yine literatiirde say1 dizilerinin
Gauss formlarini igeren pek ¢ok ¢aligsma yer almaktadir [6-11]. Bunlardan Gauss Fibonacci say1
dizisi asagidaki gibi tanimlanmistir:
Tanim 1.2. Gauss Fibonacci sayi dizisi, baslangic kosullar1 GF, = i ve GF; = 1 olmak iizere,
n = 2 igin,

GF, = GF,,_1 + GF,,_,
ikinci mertebeden rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada GF,,, n. Gauss Fibonacci sayisidir
[8].
Herhangi bir terimi kendinden 6nce gelen ii¢ terim cinsinden yazilabilen say1 dizileri ii¢lincii
mertebeden rekiirans bir bagintiya sahiptir. Kaynak taramasi yapildiginda bu say1 dizileri de
bircok yazar tarafindan arastirilmistir [12-14]. Bunlardan bu g¢alismada kullanilacak olan

Narayana ve Narayana-Lucas say1 dizilerine ait iiclincli mertebeden rekiirans bagintilar1 asagida

sirasiyla verilmistir:

Tanim 1.3. Narayana sayi dizisi, baslangi¢ kosullart Ny = 0, N; = 1 ve N, = 1 olmak {izere,

n = 3 igin,
Np = Np—1+ Ny
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada N, n. Narayana sayisidir [15].

Tamim 1.4. Narayana-Lucas sayi dizisi, baslangi¢ kosullar1 Uy, = 3, U; = 1 ve U, = 1 olmak

lizere, n = 3 i¢in,

Up=Up1+Up_3
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rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada U,,, n. Narayana-Lucas sayisidir [15].

Bunun yani sira ligiincii mertebeden rekiirans bagintiya sahip bazi sayi dizilerinin Gauss
formlar1 da tanimlanmigtir [16-18]. Bunlardan Gauss Narayana say1 dizisine ait rekiirans

bagintis1 asagida verilmistir:

Tanimm 1.5. Gauss Narayana sayi dizisi, baslangi¢ kosullart GNy =i, GN;, =1 ve GN, =1

olmak tizere, n = 3 igin,
GN, = GNy_1 + GN,,_3
rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada GN,,, n. Gauss Narayana sayisidir [18].

Bu calismanin temelini ise Narayana-Lucas sayi dizisinin Gauss formu olusturmaktadir.
Literatiir incelendiginde Narayana-Lucas say1 dizisinin Gauss formu olan Gauss Narayana-
Lucas say1 dizisine rastlanilmadigindan ve bu eksikligi gidermek amaciyla ilk olarak bu sayi
dizisinin rekiirans bagintisi tanimlanmistir. Sonra bu say1 dizisinin negatif indisli terimlerini
veren bagint1 bulunmustur. Ardindan Gauss Narayana-Lucas say1 dizisine ait iireteg¢ fonksiyonu
ve Binet formiilii elde edilmistir. Daha sonra bu say1 dizisini i¢ceren bazi toplam formiillerine
ulasilip bu say1 dizisinin terimleri ile olusturulan matrisler incelenmistir. Son olarak Gauss

Narayana ve Gauss Narayana-Lucas say1 dizilerini birlikte iceren 6zdeslikler elde edilmistir.

2. GAUSS NARAYANA-LUCAS SAYILARI

[lk olarak Gauss Narayana-Lucas say1 dizisine ait rekiirans bagintisini veriyoruz.

Tanmm 2.1. Gauss Narayana-Lucas say1 dizisi {GU, };-,, baslangi¢ kosullart GU, = 3 — 2i,

GU; = 1ve GU, = 1 + 3i olmak lizere, n = 3 i¢gin,
GU, =GU,,_1 + GU,_3 1)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir.
Ayrica n. Narayana-Lucas sayist U,, olmak {izere,
GU, = Uy, +iU,_, (2)
oldugu aciktir.

Simdi ise, Gauss Narayana-Lucas say1 dizisinin negatif indisli terimlerini veren rekiirans

bagintis1 tanimlanacaktir.
Teorem 2.1. n > 1 olmak iizere, Gauss Narayana-Lucas say: dizisinin negatif indisli terimleri

GU_n = _GU—(n—Z) + GU_(n_3) (3)
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bagintist ile bulunur.

Ispat: Gauss Narayana-Lucas say1 dizisine ait rekiirans bagimtis1 olan (1) numarali esitlik

diizenlenirse,

GU,_3 = —GU,_1 + GU, 4)
bulunur. Daha sonra (4) numarali esitlikte n yerine —n + 3 yazilirsa,

GU_, = =GU_p42 + GU_43

GU_, = —GU_(n—3) + GU_(_3

elde edilip ispat tamamlanmis olur.
Ornegin; (3) te n = 1 yazilirsa; GU_; = —GU; + GU, = —1 + (1 + 3i) = 3i bulunur.
Simdi de Gauss Narayana-Lucas say1 dizisine ait iirete¢ fonksiyonu ifade ve ispat edilecektir.
Teorem 2.2. Gauss Narayana-Lucas say: dizisinin iireteg fonksiyonu

(3-2i)—2(1—-i)x + 3ix?
1—x—x3

flx) =

seklindedir.

Ispat: Gauss Narayana-Lucas say1 dizisinin iireteg fonksiyonu

)= GU"
n=0
olsun. O halde, tirete¢ fonksiyonu

flx) = Z GUpx™ = GUy + GUyx + GU,x?* + GU3x3 + -+ GUpx™ + -+ (5)

n=0
seklinde yazilabilir. Simdi, (5) esitligini sirasiyla x ve x3 ile carpalim. Buradan
xf(x) = GUyx + GU;x% + GU,x3 + GUzx* + -+ + GUp_x™ + -+ (6)
x3f(x) = GUopx3 + GU x* + GU,x° + GU3x% + -+ + GUp_3x™ + - (7)
elde edilir. (6) ve (7) esitliklerini taraf tarafa toplayip, elde edilen sonucu (5) ten ¢ikarirsak
f(x)A —x—x3) =GUy + (GU; — GUy)x + (GU, — GU,)x? (8)

bulunur. (8) de Gauss Narayana-Lucas say1 dizisinin baslangi¢ kosullar1 yerine yazilip, gerekli

diizenlemeler yapildig: takdirde
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(3—2i) —2(1 —i)x + 3ix?
1—x—x3

fx) =
elde edilir.
Siradaki teorem Gauss Narayana-Lucas say1 dizisinin Binet formiilii ile ilgilidir.

Teorem 2.3. n. Gauss Narayana-Lucas sayisi

[ [ [
GUn = (1+P)an+(1+ﬁ)ﬁn+<1+ﬁ)yn
ile bulunur. Burada a, B ve y sayilari, x® — x* — 1 = 0 denkleminin kékleridir.

Ispat: ilk olarak rekiirans bagintiya sahip olan Gauss Narayana-Lucas say1 dizisini bir polinom

denklemine doniistiirelim. Bu yiizden GU,, = x™ olsun. Buradan,
GU, = GU,_1 + GU,,_3
X" = x"=1 4 xn-3
x3=x2+1
x3—x2-1=0 9)

elde edilir. (9) esitligi Gauss Narayana-Lucas say1 dizisinin karakteristik denklemidir. Ugiincii
-1+iV3

dereceden bu denklemin kokleri, w = olmak tizere,

29 31 10
54~ 108 (10)
(1D
(12)

seklindedir. (10), (11) ve (12) esitlikleri Gauss Narayana-Lucas say1 dizisinin karakteristik
kokleridir.

Ayrica Narayana-Lucas say1 dizisinin Binet formiilii
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Uy=a+ " +y" (13)
dir [14].
(2) ve (13) esitlikleri birlikte kullanilirsa,
GU, =U, +iU,_,

— (an+Bn+yn)+l(an—2 _I_Bn—z _l_yn—Z)

() s+ o) (e )
- (1+aL2)a”+(1+/%),8"+(1+yiz>y”
elde edilir.

Simdi de, Gauss Narayana-Lucas say1 dizisine ait bazi toplam formiilleri ifade ve ispat

edilecektir.
Teorem 2.4. Gauss Narayana-Lucas say: dizisinin ardisik terimlerinin toplami

l

n
GU; = GUpps — (4 +0)
=1

dir.
Ispat: (1) esitligi
GU,_ 3 =GU,—GU,_4 (14)
seklinde yazilabilir. Simdi (14) te n yerine sirasiyla 4,5, 6, ... ,n + 3 yazilirsa
GU; = GU, — GU;
GU, = GUs — GU,

GUs = GU, — GUs
GUp = GUpyz — GUpys
elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

n
Z GUL == GUn+3 - GU3 = GUn+3 - (4’ + l)

=1
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bulunur.
Teorem 2.5.
n
i. Z GU3i = GU3n+1 - 1,
i=1
n
ii. Z GU3i_1 = GU3, — (3 — 20),
i=1
n
iii. Z GUs;_p = GUsp_y — 3.
i=1
ispat:

i. (1) esitligi
GUp_1 =GU, — GU,_; (15)
seklinde yazilabilir. Simdi (15) te n yerine sirasiyla 4, 7, 10, ..., 3n + 1 yazilirsa
GU; = GU, — GUy
GUg = GU, — GU,

GUg = GUlO - GU7

GUzp = GU3zpyq — GUzp—

elde edilir. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

GU3; = GUzpyq — GUp = GUzpyq — 1

n

=1

bulunur.
ii ve iii maddelerinin ispati, i maddesinin ispatina benzer sekilde yapilabilir. m
Teorem 2.6. n+ k = 5 i¢cin, GUpyp41 = GUpyp—q1 + 2GUp 3 + GUpyp_5 dir.
Ispat: Ispat1 k iizerinden tiimevarim ile yapacagiz. O halde k = 1 igin,
GUny2 = GUpyq + GUp—

= GUn+1 + GUn—Z + GUn_4
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= GU, + GU,_, + GU,_y + GU,_,
= GU, + 2GU,_, + GU,_,

olup verilen esitligin dogru oldugu goriiliir. Teoremin k = t i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

Yani
GUnit+1 = GUpyt—1 + 2GUn4 -3 + GUpy s
esitligi dogru olsun. $imdi ise k = t + 1 i¢in teoremin dogru oldugunu gosterelim.
GUntt+2 = GUpyt41 + GUpyeq
= GUpyp-1 +26Un4¢-3 + GUpyp5 + GUpyeq
= GUpit-1+ GUpyp—3 + GUpyp—3 + GUpypos + GUpyp g
=GUnyte + GUpy2 + GUpyp—2 + GUpypg
= GUn4t +2GUn4¢—2 + GUpyr—y
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. ]
Sonug 2.1. Teorem 2.6 da sirasiyla k = n — 1 ve k = n yazilirsa,
i. GUy, = GUypp + 26Uy + GUypy s,
ii. GUypyq = GUypq + 26U, 3 + GUyp 5
bulunur.

Siradaki teoremler, Gauss Narayana-Lucas sayi dizisinin terimlerini matrislerdeki temel

islemler vasitasi ile vermektedir.
1 0 1 1+3i 1 3—-2i
Teorem2.7.Gz=|1 0 0], N3 = 1 3-2i 3i ve
0 1 0 3—12i 3i -2+ 2
GUn+2 GUn+1 GUn
L"=|GU,1 GU, GU,_4|olsun.n € Z*igin,
GU, GU,_1 GU,_,
G3n. N3 = L3n
dir.
Ispat: Bu teoremin ispatini n iizerinden tiimevarim ile yapacagiz. O halde n = 1 igin,

1 0 1\ /1+3i 1 3—2i
Gs.N;=[1 0 0).( 1 3-2i 3i )

0 1 0 3—2i 3i -2+ 2i
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4+1 1+3i 1
= (1 + 3i 1 3 - 2i>
1 3—12i 3i
GU; GU, GU,
= (GUZ GUl GUO>
GUl GUO GU_l

olup verilen esitligin dogru oldugu goriiliir. Teoremin n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

Yani
G5*. Ny = L,*
esitligi dogru olsun. $imdi ise teoremin n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
G5"*1. N3 = Gs.(G5". N)
= G3.L5"

1 0 1\ [GUky2 GUryr  GU
=1 0 0]. GUk+1 GUk GUk_1

0 1 0/ \GU, GUey GUy_,

GUgs2 GUp41 GU

(GUk+2 +GUk GUk+1+GUk_1 GUk+GUk_2>
GUg1 GU) GUy—1

GUpsz GUgrr GU

<GUk+3 GU+2 GUk+1>
GUkyr  GUx  GUg4

_ k+1
= L3

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. o

0 1 0\" /3-2i GUnp
1 0 1 1+ 3i GUpyn
Ispat: Bu teoremin ispatin1 n iizerinden tiimevarim ile yapacagiz. O halde n = 1 igin,

0 1 0 3—2i 1 GU,
0 0 1]. 1 =|114+3i|=|GU;
1 0 1 1+ 3i 4+ GU;
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olup verilen esitligin dogru oldugu goriiliir. Teoremin n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

0 1 0\* /3-2i GU,
00 1| . 1 |=(GUyy
1 0 1 1+ 3i GUpsr

esitligi dogru olsun. $imdi ise teoremin n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

Yani

0 1 0\f*' /3-2i 01 0 0 1 0\* /3-2i
(oo 1) ( : )(o 0 1).(00 1)( 1>
1 0 1 1+ 3i 1 0 1 1 0 1 1+3i

0 1 0\ / GUk
= 0 0 1 . GUk+1
1 0 1 GUy 4>
GUk+1
= GUk+2
GUk+1
= | GUg+2
GUk+3
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. o

Son olarak, Gauss Narayana ile Gauss Narayana-Lucas say1 dizileri arasinda kurulan bazi

iliskiler teorem olarak verilecektir.

Teorem 2.9. Gauss Narayana ile Gauss Narayana-Lucas say: dizileri arasindaki bazu iligkiler

asagida verilmistir:

1.GU, = 3GN,y4 —5GN 13 + 2GN, 4o,
2.GU, = —2GNy, 3 + 2GN,,, + 3GNy 4,
3.GU,, = 3GN, 41 — 2GN,,

4.GU, = GN,, + 3GN,,_,,

5.31GN,, = =3GU, 44 + GUp 3 + 11GU, 4,
6.31GN,, = —2GU, 43 + 116U, — 3GU 4+,
7.31GN, = 9GU,,,, — 3GU,,1 — 2GU,,

8.31GN,, = 6GU,,, — 2GU, + 9GU,,_,
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9.31GN,, = 4GU, + 9GU,_, + 6GU,,_,.
ispat:
1. GU, = aGNy44 + bGNy 3 + cGN,, (16)

olsun. (16) da n yerine sirasiyla 0, 1 ve 2 yazilirsa,

GUO = aGN4 + bGN3 + CGNZ (17)
GUy = aGNs + bGN, + cGNj (18)
GU, = aGNg + bGNs + cGN, (19)

elde edilir. (17), (18) ve (19) esitlikleri, Gauss Narayana ve Gauss Narayana-Lucas sayi

dizilerinin verilen terimleri ile

3—2i=a+i)+b(l+i)+c (20)
1=aB+i)+bQ2+i)+cd+10) (21)
14+3i=a(d+20)+bB+i)+c2+10) (22)

seklinde yeniden yazilabilir. (20), (21) ve (22) esitlikleri beraber ¢oziildiigii takdirde a = 3,

b = =5 ve ¢ = 2 bulunur.

Diger 6zdesliklerin ispati, 1 6zdesliginin ispatina benzer sekilde yapilabilir. i

3. SONUCLAR
Narayana-Lucas say1 dizisi, terimleri tam say1 ve ii¢iincli mertebeden rekiirans bagintiya sahip

bir say1 dizisi olup literatiirde mevcuttur. Bu ¢alismanin temelini ise Narayana-Lucas say1
dizisinin Gauss formu olan ve kaynak taramasinda rastlanilmayan Gauss Narayana-Lucas say1
dizisi olusturmaktadir. Bu say1 dizisinin ise terimleri karmasik say1 ve rekiirans bagintisi

tiglincli mertebedendir.

[lk olarak Gauss Narayana-Lucas sayr dizisi tammlanmistir ve bu say1 dizisinin
kombinatoriyal 6zellikleri incelenmistir. Bu baglamda Gauss Narayana-Lucas say1 dizisinin
tireteg fonksiyonu ve genel terimini veren Binet formiilii elde edilmistir. Ardindan bu say1
dizisine ait bazi toplam formiilleri bulunmustur. Daha sonra bazi matrisler tanimlanarak,
matrislerdeki temel islemler yardimi ile Gauss Narayana-Lucas sayi dizisinin terimlerine
ulagilmistir. Son olarak literatiirde mevcut olan Gauss Narayana ile bu ¢alismanin temelini
olusturan Gauss Narayana-Lucas say1 dizileri arasindaki birtakim iliskiler, 6zdeslikler olarak

elde edilmistir.

Aksaray J. Sci. Eng. 5:2 (2021) 125-137. 136



N. Karaaslan & M. N. Fazlioglu. Aksaray University Journal of Science and Engineering, 5(2) (2021) 125-137.

Nihai olarak literatiirde mevcut olan Narayana-Lucas sayi dizisi dikkate alinarak Gauss

Narayana-Lucas sayi dizisi tanimlanip literatiirdeki bu eksiklik giderilmistir.
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